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Language: English

Problem 1. Find all pairs (a, b) of positive integers such that

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Problem 2. Let ABC be an acute triangle such that AH = HD, where H is the

orthocenter of ABC and D ∈ BC is the foot of the altitude from the vertex A. Let

` denote the line through H which is tangent to the circumcircle of the triangle BHC.

Let S and T be the intersection points of ` with AB and AC, respectively. Denote the

midpoints of BH and CH by M and N , respectively. Prove that the lines SM and TN
are parallel.

Problem 3. Find all quadruples of positive integers (p, q, a, b), where p and q are prime

numbers and a > 1, such that

pa = 1 + 5qb.

Problem 4. We call an even positive integer n nice if the set {1, 2, . . . , n} can be

partitioned into n
2
two-element subsets, such that the sum of the elements in each subset

is a power of 3. For example, 6 is nice, because the set {1, 2, 3, 4, 5, 6} can be partitioned

into subsets {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Find the number of nice positive integers which are

smaller than 32022.

Time: 4 hours and 30 minutes.

Each problem is worth 10 points.



Olimpiada e 26të Ballkanike e Matematikës për të Rinj

Sarajevë, Bosnjë dhe Hercegovinë

30 Qershor, 2022
Language: Albanian

Problemi 1. Gjeni të gjithë çiftet e numrave të plotë pozitivë (a, b) të tillë që

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Problemi 2. Jepet trekëndëshi këndngushtë ABC i tillë që AH = HD, ku pika H është
ortoqendra (pikëprerja e lartësive) e po të njëjtit trekëndësh ABC dhe pika D ∈ BC është
këmba e lartësisë së hequr nga kulmi A. Shënohet me ℓ drejtëza që kalon në pikën H
dhe është tangjente me rrethin e jashtëshkruar trekëndëshit BHC. Pikat S dhe T janë
pikëprerjet e drejtëzës ℓ me brinjët AB dhe AC, respektivisht. Meset e segmenteve BH
dhe CH shënohen me M dhe N , respektivisht. Vërtetoni që drejtëzat SM dhe TN janë
paralele.

Problemi 3. Gjeni të gjitha katërshet e numrave të plotë pozitivë (p, q, a, b), ku p dhe q
janë numra të thjeshtë dhe a > 1, të tilla që

pa = 1 + 5qb.

Problemi 4. Një numër i plotë pozitiv çift n quhet i këndshëm në qoftë se bashkësia
{1, 2, . . . , n} mund të copëtohet në n

2
nënbashkësi prej dy elementësh secila, në mënyrë

të tillë që shuma e elementëve në secilën nënbashkësi është fuqi e 3-it. Për shembull,
6 është i këndshëm, sepse bashkësia {1, 2, 3, 4, 5, 6} mund të copëtohet në nënbashkësitë
{1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Gjeni numrin e numrave të plotë pozitivë të këndshëm të cilët janë
më të vegjël se 32022.

Koha: 4 orë dhe 30 minuta.

Secili problem vlen 10 pikë.
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Language: Arabic

والعشرون. السادس البلقان لدول الناشئين ياضيات ر أولمبياد
2022م يونيو، 30 والهرسك. البوسنة ساراييفو،

أنَّ تحقق التي الموجبة الصحيحة الأعداد من (a, b) الأزواج جميع أوجد .1 مسألة
11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab

الارتفاع تقاطع هي D والنقطة ارتفاعاته، ملتقى H حيث AH = HD الزوايا، حاد △ABC المثلث في .2 مسألة
S, T في AB,AC يقطع ℓ المستقيم .H عند △BHC بالمثلث المحيطة الدائرة يمس ℓ المستقيم .BC مع A الرأس من

.SM ∥ TN أن أثبت الترتيب. على BH,CH منتصفا M,N النقطتان الترتيب. على

a > 1 و أوليان عددان p, q أنّ حيث الموجبة الصحيحة الأعداد من (p, q, a, b) الرباعيات جميع أوجد .3 مسألة
أنَّ تُحقق والتي

pa = 1 + 5qb

مجموعة n
2

إلى {1, 2, . . . , n} المجموعة تقسيم أمكن إذا لطيف عدد n أن نقول ،n موجب زوجي عدد لأي .4 مسألة
الأصغر الموجبة اللطيفة الأعداد عدد أوجد .3 للعدد قوة مجموعة كل في العنصرين مجموع يكون بحيث عنصرين، ذات جزئية

.32022 من
.{1, 2}, {3, 6}, {4, 5} المجموعات إلى تقسيمها بالإمكان {1, 2, 3, 4, 5, 6} المجموعة لأنّ لطيف عدد 6 ً مثلا

دقيقة. و30 ساعات 4 الوقت:
مسألة. لكل درجات عشر



26th Junior Balkan Mathematical Olympiad
Sarajevo, Bosnia and Herzegovina

30 İyun 2022
Language: Azerbaijani

M@s@l@ 1. Bütün müsb@t tam (a, b) cütlükl@rini tapın ki, aşağıdakı ş@rt öd@nilsin.

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

M@s@l@ 2. İtibucaqlı ABC üçbucağında H hündürlükl@rin k@sişm@ nöqt@si, D ∈ BC
is@ A-dan en@n hündürlüyün ayağıdır, bel@ ki, AH = HD. ℓ x@tti H-dan keç@n v@ BHC
üçbucağının xaricin@ ç@kilmiş çevr@y@ toxunan x@ttdir. ℓ x@tti AB v@ AC il@ uyğun olaraq
S v@ T -d@ k@sişir. BH v@ CH parçalarının orta nöqt@l@ri uyğun olaraq M v@ N olsun.
İsbat edin ki, SM v@ TN x@tl@ri paraleldir.

M@s@l@ 3. Müsb@t tam @d@dl@rd@n ibar@t olan bütün (p, q, a, b) dördlükl@rini tapın ki,
p v@ q sad@ @d@d olsun, a > 1 olsun v@ aşağıdakı b@rab@rlik öd@nilsin.

pa = 1 + 5qb.

M@s@l@ 4. Cüt müsb@t tam n @d@di o zaman yaxşı adlanır ki, {1, 2, . . . , n} çoxluğu
n
2

d@n@ iki elementli alt çoxluqlara el@ bölün@ bilsin ki, h@r bir alt çoxluqdakı iki ele-
mentin c@mi 3-ün qüvv@ti olsun. M@s@l@n, 6 yaxşı @d@ddir, çünki {1, 2, 3, 4, 5, 6} çoxluğu
{1, 2}, {3, 6}, {4, 5} ş@klind@ alt çoxluqlara bölün@ bilir. 32022-d@n kiçik müsb@t yaxşı
@d@dl@rin sayını tapın.

İmtahan müdd@ti: 4 saat 30 d@qiq@.
H@r sual 10 bal d@y@rind@dir.
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Language: Bosnian

Problem 1. Na�i sve parove prirodnih brojeva (a, b) za koje vrijedi

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Problem 2. U o²trouglom trouglu ABC je AH = HD, gdje je H ortocentar trougla

ABC, a D ∈ BC je podnoºje visine iz vrha A. Neka ` ozna£ava pravu kroz H koja je

tangenta na kruºnicu opisanu oko trougla BHC. Neka su S i T ta£ke u kojima prava `
sije£e AB i AC, tim redom. Polovi²ta duºi BH i CH ozna£imo sa M i N , tim redom.

Dokaºi da su prave SM i TN paralelne.

Problem 3. Na�i sve ure�ene £etvorke prirodnih brojeva (p, q, a, b), gdje su p i q prosti

brojevi i a > 1, takve da vrijedi

pa = 1 + 5qb.

Problem 4. Za paran prirodan broj n kaºemo da je lijep ako se skup {1, 2, . . . , n} moºe

podijeliti u n
2
disjunktnih dvo£lanih podskupova tako da zbir elemenata u svakom takvom

podskupu bude neki stepen broja 3. Na primjer, broj 6 je lijep jer se {1, 2, 3, 4, 5, 6} moºe

podijeliti u {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Na�i broj lijepih prirodnih brojeva koji su manji od 32022.

Vrijeme: 4 sata i 30 minuta.

Svaki problem vrijedi 10 bodova.



 

 

 

ЗадачаЗадачаЗадачаЗадача    1.1.1.1. Намерете всички двойки

    

ЗадачаЗадачаЗадачаЗадача    2.2.2.2. Триъгълник ���

���, а � ∈ �� е петàта на височината от върха

триъгълник �"� окръжност 

$ и %. Средите на �" и �"

успоредни. 

    

ЗадачаЗадачаЗадачаЗадача    3.3.3.3. Намерете всички четворки

прости, ) * 1 и +, - 1 . 50

 

ЗадачаЗадачаЗадачаЗадача    4.4.4.4. Да наречем едно 

31,2, . . . , 45 може да се разбие на 

сборът на двата елемента е степен на

31,2,3,4,5,65 може да се разбие на подмножествата

всички добри числа, които са по

 

    

 

Време за работаВреме за работаВреме за работаВреме за работа: 4 : 4 : 4 : 4 ччччààààса и са и са и са и 30 30 30 30 

Всяка задача се оценява с Всяка задача се оценява с Всяка задача се оценява с Всяка задача се оценява с 10 10 10 10 
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всички двойки >), ?@ от естествени числа, за които

11)? A )B C ?B A 12)?. 

��� e остроъгълен и �" - "�, където " 

та на височината от върха �. Права F допира описаната

окръжност в точка ". Пресечните точки на F с ��

�" са съответно G и H. Докажете, че правите

Намерете всички четворки >+, 0, ), ?@ от естествени числа, такива че 

0I . 

Да наречем едно четно естествено число 4 „добро”

може да се разбие на 
L

M
 двуелементни подмножества, във всяко от които 

сборът на двата елемента е степен на 3. Например 6 е добро, понеже множеството

може да се разбие на подмножествата 31,25, 33,65, 34,5

всички добри числа, които са по-малки от 3MOMM. 

30 30 30 30 минутиминутиминутиминути    

10 10 10 10 точкиточкиточкиточки    
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от естествени числа, за които 

 е ортоцентърът на 

допира описаната около 

�� и �� са съответно 

окажете, че правите $G и %H са 

от естествени числа, такива че + и 0 са 

добро”, ако множеството 

двуелементни подмножества, във всяко от които 

е добро, понеже множеството 

55. Намерете броя на 



26th Junior Balkan Mathematical Olympiad

Sarajevo, Bosnia and Herzegovina

June 30, 2022

Language: Croatian

Zadatak 1. Na�i sve parove (a, b) prirodnih brojeva takve da vrijedi

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Zadatak 2. Neka je ABC ²iljastokutan trokut takav da je |AH| = |HD|, pri £emu je

H ortocentar trokuta ABC i D ∈ BC je noºi²te visine iz vrha A. Neka je ` pravac koji

prolazi to£kom H i koji je tangenta je na kruºnicu opisanu trokutu BHC. Neka su S i T
sjeci²ta pravca ` s pravcima AB i AC redom. Ozna£imo s M i N polovi²ta duºina BH i

CH redom. Dokaºi da su pravci SM i TN paralelni.

Zadatak 3. Na�i sve £etvorke prirodnih brojeva (p, q, a, b), gdje su p i q prosti brojevi i

a > 1, takve da je

pa = 1 + 5qb.

Zadatak 4. Za parni prirodni broj n kaºemo da je lijep ako se skup {1, 2, . . . , n} moºe

podijeliti na n
2
disjunktnih dvo£lanih podskupova takvih da je zbroj elemenata svakog

takvog podskupa potencija broja 3. Na primjer, broj 6 je lijep jer se skup {1, 2, 3, 4, 5, 6}
moºe podijeliti na podskupove {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Na�i broj lijepih prirodnih brojeva

manjih od 32022.

Vrijeme za rje²avanje: 4 sata i 30 minuta.

Svaki zadatak vrijedi 10 bodova.
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Problème 1. Déterminer toutes les paires (a, b) d’entiers strictement positifs telles que :

11ab ⩽ a3 − b3 ⩽ 12ab.

Problème 2. Soit ABC un triangle acutangle tel que AH = HD, où le point H est
l’orthocentre du triangle ABC et le point D ∈ (BC) est le pied de la hauteur issue du
sommet A. Soit (ℓ) la tangente en H au cercle circonscrit au triangle BHC. Soit S et
T les points d’intersection de la droite (ℓ) avec les droites (AB) et (AC) respectivement.
On note M et N les milieux des segments [BH] et [CH] respectivement. Montrer que les
droites (SM) et (TN) sont parallèles.

Problème 3. Déterminer tous les quadruplets d’entiers strictement positifs (p, q, a, b),
où p et q sont des nombres premiers et a > 1, tels que :

pa = 1 + 5qb.

Problème 4. On dit qu’un entier pair strictement positif n est gentil si l’ensemble
{1, 2, . . . , n} peut être partitionné en n

2
sous-ensembles de cardinal 2, tels que la somme

des éléments de chaque sous-ensemble est une puissance de 3. Par exemple, 6 est gentil, car
l’ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6} peut être partitionné en sous-ensembles de la façon suivante :
{1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Déterminer le nombre d’entiers strictement positifs qui sont gentils
et strictement inférieurs à 32022.

Durée de l’épreuve : 4 heures et 30 minutes.
Chaque problème est noté sur 10 points.
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30 Ιουνίου 2022

Language: Greek

Πρόβλημα 1. Να βρεθούν όλα τα ζεύγη (a, b) θετικών ακέραιων αριθμών τέτοιων ώστε

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Πρόβλημα 2. ΄Εστω ABC ένα οξυγώνιο τρίγωνο τέτοιο ώστε AH = HD, όπου H
είναι το ορθόκεντρο του ABC και D ∈ BC είναι το ίχνος του ύψους από την κορυφή A.
΄Εστω ` η ευθεία η οποία διέρχεται από το H και εφάπτεται στον περιγεγραμμένο κύκλο του
τριγώνου BHC. ΄Εστω S και T τα σημεία τομής της ` με την AB και την AC, αντίστοιχα.
Συμβολίζουμε τα μέσα των BH και CH με M και N , αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι
ευθείες SM και TN είναι παράλληλες.

Πρόβλημα 3. Να βρεθούν όλες οι τετράδες θετικών ακέραιων αριθμών (p, q, a, b), όπου
οι p και q είναι πρώτοι αριθμοί και a > 1, έτσι ώστε

pa = 1 + 5qb.

Πρόβλημα 4. Αποκαλούμε έναν άρτιο θετικό ακέραιο αριθμό n καλό αν το σύνολο
{1, 2, . . . , n} μπορεί να διαμερισθεί σε n

2
υποσύνολα δύο στοιχείων έτσι ώστε το άθροι-

σμα των στοιχείων κάθε υποσυνόλου να είναι δύναμη του 3. Για παράδειγμα, ο αριθμός 6
είναι καλός, διότι το σύνολο {1, 2, 3, 4, 5, 6} μπορεί να διαμερισθεί στα υποσύνολα {1, 2},
{3, 6} και {4, 5}. Να βρεθεί το πλήθος των καλών θετικών ακέραιων αριθμών οι οποίοι είναι
μικρότεροι από το 32022.

Διάρκεια: 4 ώρες και 30 λεπτά.

Κάθε πρόβλημα βαθμολογείται με 10 μονάδες.
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Задача 1. Одреди ги сите парови (𝑎, 𝑏) од позитивни цели броеви за кои важи 
11𝑎𝑏 ≤ 𝑎ଷ − 𝑏ଷ ≤ 12𝑎𝑏. 

 
Задача 2. Нека 𝐴𝐵𝐶 е остроаголен триаголник во кој важи 𝐴𝐻 = 𝐻𝐷, каде што 𝐻 е 
ортоцентарот на 𝐴𝐵𝐶 и 𝐷 ∈ 𝐵𝐶 е подножјето на висината спуштена од темето 𝐴. Нека со 𝑙 
е означена правата низ 𝐻 што ја допира опишаната кружница околу триаголникот 𝐵𝐻𝐶. 
Нека 𝑆 и 𝑇 се пресечните точки на 𝑙 со 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶, соодветно. Да ги означиме средините на 
𝐵𝐻 и 𝐶𝐻 со 𝑀 и 𝑁, соодветно. Докажи дека правите 𝑆𝑀 и 𝑇𝑁 се паралелни. 
 
Задача 3. Одреди ги сите четворки (𝑝, 𝑞, 𝑎, 𝑏) од позитивни цели броеви, каде што 𝑝 и 𝑞 се 
прости броеви и 𝑎 > 1, за кои важи 

𝑝 = 1 + 5𝑞. 
 
Задача 4. Еден парен позитивен цел број 𝑛 се нарекува “убав” ако множеството {1,2, . . . , 𝑛} 

може да се разбие на 


ଶ
 двоелементни подмножества, такви што збирот на елементите во 

секое подмножество е степен на 3. На пример, 6 е “убав” бидејќи множеството {1,2,3,4,5,6} 
може да се разбие на подмножества {1,2}, {3,6}, {4,5}. Одреди го бројот од “убави” 
позитивни цели броеви што се помали од 3ଶଶଶ.  
 
 
 
 
Време за работа: 4 часа и 30 минути. 
Секоја задача се вреднува со 10 поени. 
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Language: Montenegrin

Zadatak 1. Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva za koje vaºi

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Zadatak 2. Neka je ABC o²trougli trougao takav da je AH = HD, gdje je H ortocentar

trougla ABC i D ∈ BC je podnoºje visine iz tjemena A. Ozna£imo sa ` pravu koja

prolazi kroz H i koja je tangenta opisane kruºnice trougla BHC. Neka su S i T presje£ne

ta£ke prave ` sa AB i AC, respektivno. Ozna£imo sredi²ta duºi BH i CH sa M i N ,

respektivno. Dokazati da su prave SM i TN paralelne.

Zadatak 3. Odrediti sve £etvorke (p, q, a, b) prirodnih brojeva, gdje su p i q prosti brojevi

i a > 1, za koje vaºi

pa = 1 + 5qb.

Zadatak 4. Paran prirodan broj n zovemo lijepim ako se od elemenata skupa {1, 2, . . . , n}
mogu formirati n

2
disjunktnih dvo£lanih podskupova, takvih da je zbir elemenata u svakom

podskupu stepen broja 3. Na primjer, 6 je lijep, jer se od elemenata skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6}
mogu formirati podskupovi {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Odrediti broj lijepih parnih prirodnih

brojeva koji su manji od 32022.

Vrijeme za rad: 4 sata i 30 minuta.

Svaki zadatak vrijedi najvi²e 10 poena.
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30 iunie 2022

Language: Romanian

Problema 1. Determinat
,
i toate perechile (a, b) de numere naturale nenule astfel încât

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Problema 2. Fie ABC un triunghi ascut
,
itunghic astfel încât AH = HD, unde H este

ortocentrul triunghiului ABC s
,
iD ∈ BC este piciorul în lt

,
imii din A. Not m cu ℓ dreapta

care trece prin H s
,
i este tangent  la cercul circumscris triunghiului BHC. Fie S s

,
i T

punctele de intersect
,
ie a dreptei ℓ cu AB, respectiv cu AC. Not m mijloacele segmentelor

BH s
,
i CH cu M , respectiv cu N . Demonstrat

,
i c  dreptele SM s

,
i TN sunt paralele.

Problema 3. Determinat
,
i toate cvadruplele de numere naturale nenule (p, q, a, b), unde

p s
,
i q sunt numere prime s

,
i a > 1, astfel încât

pa = 1 + 5qb.

Problema 4. Spunem c  un num r natural nenul par n este simpatic dac  mult
,
imea

{1, 2, . . . , n} se poate partit
,
iona în n

2
submult

,
imi de câte dou  elemente, astfel încât suma

elementelor din �ecare submult
,
ime este o putere a lui 3. De exemplu, 6 este simpatic,

deoarece mult
,
imea {1, 2, 3, 4, 5, 6} se poate partit

,
iona în submult

,
imile {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}.

Determinat
,
i num rul de numere naturale nenule simpatice mai mici decât 32022.

Timp de lucru: 4 ore s, i 30 de minute.

Fiecare problem  se noteaz  cu 10 puncte.
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Çàäà÷à 1. Íàéäèòå âñå ïàðû (a, b) ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Çàäà÷à 2. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC èçâåñòíî, ÷òî AH = HD, ãäå H�

îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC, a òî÷êà D ∈ BC� îñíîâàíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç

âåðøèíû A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó H è êàñàþùóþñÿ

îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BHC. Ïóñòü S è T� òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìîé ℓ ñ AB è AC ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû îòðåçêîâ BH è CH ÷åðåç

M è N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå SM è TN ïàðàëëåëüíû.

Çàäà÷à 3. Íàéäèòå âñå ÷åòâ¼ðêè (p, q, a, b) ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, ãäå p è q
ïðîñòûå è a > 1, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

pa = 1 + 5qb.

Çàäà÷à 4. Íàçîâ¼ì ÷¼òíîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî n íÿøíûì, åñëè ìíîæåñòâî

{1, 2, . . . , n} ìîæíî ðàçáèòü íà n
2
äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òî ñóììà ýëå-

ìåíòîâ êàæäîãî èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 3. Íà-
ïðèìåð, 6 ÿâëÿåòñÿ íÿøíûì, òàê êàê ìíîæåñòâî {1, 2, 3, 4, 5, 6} ìîæåò áûòü ðàçáèòî

íà ïîäìíîæåñòâà {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî âñåõ íÿøíûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ öåëûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 32022.

Âðåìÿ ðàáîòû: 4 ÷àñà 30 ìèíóò.

Êàæäàÿ çàäà÷à îöåíèâàåòñÿ â 10 áàëëîâ.



30. 6. 2022.

Language : Serbian(BiH)

Problem 1. Na�i sve parove prirodnih brojeva (a, b) takvih da je

11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab.

Problem 2. U oxtrouglom trouglu ABC je AH = HD, gdje je H ortocentar trougla

ABC, a D ∈ BC je podno�je visine iz vrha A. Neka ` oznaqava pravu kroz H koja

je tangenta na kru�nicu opisanu oko trougla BHC. Neka su S i T taqke u kojima

prava ` sijeqe AB i AC, tim redom. Sredixta du�i BH i CH oznaqimo sa M i N ,

tim redom. Doka�i da su prave SM i TN paralelne.

Problem 3. Na�i sve ure�ene qetvorke prirodnih brojeva (p, q, a, b), gdje su p i q
prosti brojevi i a > 1, za koje vrijedi

pa = 1 + 5qb.

Problem 4. Za paran prirodan broj n ka�emo da je lijep ako se skup {1, 2, . . . , n}
mo�e podijeliti u n

2
disjunktnih dvoqlanih podskupova tako da zbir elemenata u

svakom takvom podskupu bude neki stepen broja 3. Na primjer, broj 6 je lijep jer se

{1, 2, 3, 4, 5, 6} mo�e podijeliti u {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. Na�i broj lijepih prirodnih

brojeva koji su ma�i od 32022.

Vrijeme: 4 sata i 30 minuta.

Svaki problem vrijedi 10 bodova.
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Задатак 1. Одреди све парове природних бројева (а, b) за које важи 

11ab   a
3
 – b

3
   12ab 

 

Задатак 2. Нека је ABC оштроугли троугао такав да је AH = HD, где је H ортоцентар троугла АВС 

и D   BC подножје висине из темена А на страницу ВС. Означимо са l праву која садржи тачку H и 

која је тангента описане кружнице троугла BHC. Означимо са S и T тачке пресека праве l и 

страница АВ и АС, редом. Означимо средишта дужи BH и CH редом са M и N. Докажи да су праве 

SM и TN паралелне. 

 

Задатак 3. Одреди све четворке природних бројева (p, q, a, b), где су p и q прости бројеви 

и а > 1, за које важи да је 

p
a
 = 1 + 5q

b
. 

 

Задатак 4. За паран природан број n кажемо да је „леп“ ако се од елемената скупа  

{1, 2, 3, …, n} може формирати  
 

 
 дисјунктних двочланих подскупова, таквих да је збир 

два броја у сваком од њих једнак неком степену броја 3. На пример, број 6 је „леп“, јер се 

од елемената скупа {1, 2, 3, 4, 5, 6} могу формирати подскупови {1, 2}, {3, 6}, {4, 5}. 

Одреди колико има „лепих“ парних природних бројева мањих од 3
2022

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Време за рад: 4 сата и 30 минута 

Сваки задатак се бодује са 10 бодова 
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Problem 1.
11ab ≤ a3 − b3 ≤ 12ab

koşullarını sağlayan tüm (a, b) pozitif tam sayı ikililerini bulunuz.

Problem 2. Dar açılı bir ABC üçgeninde diklik merkezi H, A köşesinden inilen dikmenin
ayağı D ∈ [BC] olmak üzere, |AH| = |HD| dir. H noktasından geçen ve BHC üçgeninin
çevrel çemberine teğet olan doğru ℓ olsun. ℓ ile [AB] ve [AC] nin kesişim noktaları sırasıyla
S ve T olsun. [BH] ve [CH] nin orta noktaları sırasıyla M and N olsun. SM ve TN
doğrularının paralel olduğunu gösteriniz.

Problem 3. p ve q asal sayılar, a > 1 olmak üzere,

pa = 1 + 5qb

eşitliğini sağlayan tüm (p, q, a, b) pozitif tam sayı dörtlülerini bulunuz.

Problem 4. {1, 2, . . . , n} kümesi, her biri iki elemandan oluşan ve elemanlarının toplamı
3’ün kuvveti olan n

2
tane alt kümeye parçalanabiliyorsa, n pozitif çift tam sayısına güzel

diyelim. Örneğin, {1, 2, 3, 4, 5, 6} kümesi, {1, 2}, {3, 6}, {4, 5} alt kümelerine parçalan-
abildiği için 6 güzel sayıdır. 32022 den küçük olan güzel pozitif tam sayıların kaç tane
olduğunu belirleyiniz.

Süre: 4 saat 30 dakikadır.
Her soru 10 puan değerindedir.


